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Rkurn&Cet article prtisente l’ttude theorique de la cinttique de cristallisation ou de ~ssoiution d’un 
solide s&park dune solution par un interface plan. En tenant compte du transfert de masse et de chafeur dam 
le liquide, ainsi que du transfert de chaleur dans le solide, on a mis en tvidence l’influence du mouvement 
de I’interface et des termes de convection sur la cinbtique du processus. Les rbsultats sent present&s sous 
forme de courbes, donnant, en fonction de la sursaturation et de la difference de temperature entre les 
phases, le rapport de la vitesse interfaciale a la vitesse cakulC dam l’hypothese du regime quasi- 

stationnaire. 

NOTATIONS 

concentration molaire totale de la 
solution [mole cm- “3 ; 
chaleur spkifique de la solution 
[Cal g-’ Y-l]; 
chaleur specifique du solide [Cal g-l 
“c-q; 
capacite calorifique molaire de la solu- 
tion fcal mole- ’ Y- ‘] ; 
coefficient de diffusion [cm” x s- ‘I; 
conductivitt thermique de la soiution 
[Cal cm-‘swl “C-l]; 
conductivity thermique du solide [Cal 
cm-’ s-1 “c-l]; 

pente de la courbe de cristallisation 
[“Cl ; 
flux molaire du co~stituant cristaflis- 
able [mole cm-* s- ‘1; 
flux molaire du constituant non 
cristallisable [mole cm- 2 s- ‘1; 
flux de chaleur [cal cme2 s- ‘3 ; 
volume molaire du solide [cm” x 
mole-‘] ; 
temperature [“C] ; 
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temperature de cristallisation de la 
solution c”C] ; 
temperature de fusion du constituant 
cristallisable c”C] ; 
temps [s] ; 
vitesse d’avancement de l’interface 
[cm x s-l]; 
fraction molaire de constituant 
cristallisable; 
fraction molaire du constituant non 
cristallisable ; 
abscisse comptke a partir de la position 
initiale de l’interface [cm] ; 
abscisse comptk a partir de l’interface 
[cm] ; 
diffusivite thermique [cm’ s- ‘1; 
chaleur mohaire de dissolution du 
solide [cal mole- ‘1; 

‘C - T:E”cl; 
T,, - T;rc”C] ; 
T” - T$r”C] ; 
udt, donne par l’equation (26) [cm 
s-+] ; 
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A*. 

V, 

z]Jt, donne par l’equation (27) [cm 

;;+I;, 

gradient thermique interfacial dans la 
solution (dT,/d&, [“C cm- ’ sf] ; 
gradient thermique interfacial dans le 
solide (dTs/d& O [“C cm- ’ sf] ; 

PS”SlPl.CL ; 
masse volumique [g cm- “I; 
Z/Jt [cm s-+1 ; 
exp (1.4’) . erfc (u). 

Indices 

L, 
interface ; 
liquide ; 

s, solide ; 

0, initial. 

INTRODUCTION 

LE TRANSFERT de masse et de chaleur entre 
deux phases avec changement d’ttat intervient 
dans de nombreux phenomenes : condensation 
d’une vapeur, evaporation d’un liquide, subli- 
mation d’un solide, dissolution d’un liquide ou 
d’un solide, cristallisation d’un solide a partir 
d’une solution. Dans tous les cas oti l’une des 
phases est constitde par un corps pur, en 
Cquilibre thermodynamique a l’interface avec 
l’autre phase, le flux de masse entre les deux 
rtsulte de trois mecanismes de transfert: trans- 
fert de chaleur dans la premiere, transfert de 
masse et de chaleur dans la seconde. 

Ce probkme s’est pose a nous 4 la suite d’une 
etude de la cristallisation d’une sphere de 
paraxykne plongee dans une solution d’isomeres 
du xyltne. 

Lorsque la sursaturation et la difference de 
temperature entre le solide et la solution sont 
faibles, les equations de transfert sont lineaires 
(ainsi que les conditions aux limites) et on peut 
les rboudre, par exemple, au moyen de la 
transformation de Laplace pour aboutir a une 
expression de la vitesse de croissance ou de 

dissolution de la sphere [il. Dans le cas 
contraire, il faut tenir compte de la convection 
due a la diffusion et au mouvement de l’interface 
dans les equations de transfert et celles-ci ne 
sont plus lineaires. Le probleme general n’a 
pas recu de solution jusqu’a ce jour ; la prise en 
consideration d’un seul mecanisme de transfert 
(cristallisation isotherme, par exemple) a permis 
d’obtenir des solutions analytiques exactes dans 
le cas du transfert a travers un interface plan 
[2] ou de la croissance d’une sphere a partir 
d’un rayon nul[3-51 et des solutions analytiques 
approchees [6] ou des solutions numeriques 
[7-91 dans le cas de la croissance ou de la 
decroissance d’une sphere. 

Nous prtsentons ici la solution exacte du 
probleme general du transfert de masse et de 
chaleur avec changement d’etat a travers un 
interface plan, les volumes molaires des con- 
stituants ttant supposes tgaux (comme c’est 
sensiblement le cas pour une solution d’isomeres 
du xylene). Cette solution est Cgalement valable 
pour un interface quelconque au voisinage de 
l’instant initial oh les phases sont mises en 
contact. 

DEFINITION DU PROBLEME ET MISE EN 
EQUATION 

Nous Ctudions la vitesse d’avancement II du 
front plan stparant du paraxykne pur solide 
d’un melange d’isombres du xylene dans lequel 
il cristallise. A l’instant initial, la fraction 
molaire du paraxylbne dans la solution est 
xc, (a laquelle correspond une temperature 
d’equilibre T;I;), la temperature de la solution 
est TLo, celle du solide T,, (Fig. 1). Au tours de 
la cristallisation, nous supposons que les phases 
sont en tquilibre a l’interface : les temperatures 
sont Cgales a Ti et la concentration du para- 
xylene dans la solution Xi correspond a la 
saturation pour cette temperature. En outre, le 
paraxylene cristallise a l’ttat pur, si bien que le 
flux de xylenes isomeres a l’interface est nul. 

Les equations de continuite en fonction des 
flux, s’bcrivent: pour la masse 
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Fk‘c. 1. Profils initiaux de temptrature et de concentration dans le solide et 

cg+g (paraxylene) 

C $ + g = 0 (isombres) 

pour la chaleur, dans le liquide 

pour la chaleur, dans le solide 

le liquide. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Quant aux flux, ils s’expriment de la maniere 
suivante : 

N= -Ci++x(N+N’) 
aZ 

(3 

qL = - k, 2 + (N + N’) CL(TL - T,) (6) 

qs = - k, ;+‘. (7) 

En additionnant membre a membre (1) et (2), 
on obtient : 

Le flux moyen N + N’ est done independant 
de z et Cgal au flux de paraxykre a l’interface N,. 

Compte tenu des expressions (5)-(7), les 
equations de bilan (l), (3) et (4) deviennent : 

(8) 

(9) 

(10) 

avec 

(11) 
C’est un systeme lineaire de trois equations 

aux dtrivees partielles oti les coefficients Ni 
dependent du temps. 

A l’instant initial, on suppose que les tem- 
peratures et les concentrations sont uniformes: 

TdO, 4 = T, 
x(0, z) = x0 

(z > 0). 

Les conditions aux limites sont : 

T,(t - cc) = T,, 
T,(t, + co) = T, 
x(4 + co) = T, 

A quoi il faut ajouter trois conditions inter- 
faciales exprimant l’bquilibre thermodynam- 
et la continuite des flux de chaleur : 

T,i = TLi = Ti (12) 
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Ti - To = VI(X~ - XX) 

N&H + qti = qsi. 

(13) 

(14) 

D 
‘1 --xi 

AH est la chateur de dissolution du paraxylene 
(AH > 0) et la courbe de cristallisation a CtC 
linearisee dans l’intervalle ( Tso, T,,). 

(H 1 dx dTs 0 --= I 
’ dt: <zO de 

(21) 

Au tours de la cristallisation ou de la dissolu- 
tion, l’interface se d&place a la vitesse 

xi &ant la valeur de x pour r = 0 doit etre 
independant de t (et done aussi Ti). 

u= -fi+dz,. 
Les conditions initiales et les conditions 

dt (15) pour Z infini deviennent : 

i?, &ant le volume molaire de solide et zi 
l’abscisse de l’interface. 

TL.Y( + w) = x0 

Dans un repbre lie a l’interface, en posant TL(+ w) = T,, 

z=z-2, T,( - co) = Ts,. 

les equations precedantes deviennent {en tenant Les conditions a l’interface (12) et (13) sont 
compte de (15)): 

ax 
- = Dgg + (1 f Cij,) 
at 

aTL a=T, D ax aT, 
---=a 
at 

Ls+(l +Ci&) _I- - 
[ 1 i -~a2 iaz 

aTS a=Ts + Cii D ax aT, 
at=“S&F s [ 1 -- 

1-xaz Jz’ 

(16) 

(17) 

(18) 

Etant don& la nature des conditions initiales 
inchangkes tandis que (15) s’ecrira, en posant 

et des conditions aux limites, on cherche des 
solutions ne d&pendant que de la variable 
‘: - Z/,/t. Avec ce changement de variables, 
k iysteme precedent devient : 

avec PSCS 
01 d.u dx o 

;5=--. 

x dT <=O ig = (19) PLCL 
L’equation (19) s’intbgre en posant dx/d< = p : 

d2TL 
-+ cIL dr= 

1 
avec 

dx 

X dj <=o Xj-= 0 1 dT, o 
(20) ~0 = (dx/d<):=o = ;(I - X3 
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p=poexp-$ n(l+cfi)+; 
[ 1 

et, par une deuxihme intkgration : 

du. 

D’oG, en tenant compte de la condition 
limite x( + a) = x0 : 

+m 

x0 - xi = $1 - Xi) s exp 
0 

1 du 

ou encore 

x0 - xi = JTC/D A(1 - Xi)+ (23) 

avec 

1+9(u) = eu2 erfc u. 

De mtme, on obtient pour les temptratures 
du liquide et du solide : 

(24) 

. (25) 

En utilisant la relation d’tquilibre (13), on 
peut exprimer p et v en fonction de 3, h partir 
de (23)-(25) et en reportant dans la condition 
(22), on obtient la relation suivante entre 1 et 
les di!Xrences de temptrature, AT = T, - T& 
AT, = To - T,*, AT, = T,, - T;: 

RESULTATS ET DISCUSSION 

L’tquation (26) a CtC rksolue, h l’aide d’un 
ordinateur, et les valeurs de 1 ont ttk calcultes 
pour diffkrentes valeurs de AT, ATL et AT, 
dans le cas du sysdme paraxylkne-mktaxylkne 
(les constantes relatives h ce systkme sont 
rassemblkes dans le Tableau 1). 

Tableau 1. DonnPes physiques rt!latives d la crystallisation du 
paraxykne duns une solution d’isortires du xylPne 

TWJ 13,0 - 10,o - 70,o 

pJg cmm3) 1,040O 1,0522 1,075o 

h(g cm-? 0,861O 0,889O 0,9417 
c&al g -I Oc-l) 43846 0,3682 0,3271 
c&al g -I “c-l) 43485 0,325O 0.2682 
k,(cal s-l 

cm-’ “C-‘) 3,37 x lo-“ 3,39 x 1O-4 3,6 x 1O-4 
k&al s-’ 

cm-’ “C-l) 8 x 1O-4 8 x lo-“ 8 x lo-“ 
D(cm* s-l) 1,52 x lo-’ 1,034 x 10-s 0,22 x lo-’ 
mn(“C) 50,o 65,8 259,O 

Temptrature de fusion du paraxyltne (Tc) : 13,26”C. 
AH = 38,526 cal g- I. 

Lorsque AT, et AT, tendent vers OJ tend 
Cgalement vers 0. Pour ATL et AT, sufflsamment 
petits, 11 sera don& par l’expression suivante, 
obtenue a partir de (26) en tenant compte de 
l/?(O) = 1: 

JbJD) ATL + y JbdD) ATS 
- AH/C, + 1 JbJD) + X J(c@)l AT’ 

c2,) 

C’est le rksultat qu’on obtiendrait en nkgli- 
geant l’effet du mouvement de l’interface et du 
terme de convection sur les diffkents transferts. 
DCsignant par ,I.* la valeur de I calcuke par 
(27) au lieu de (26) dans le cas de diffkrences de 
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temperature AT, et ATs quelconques, la quantite 

A -A* Al -_----_=_ 
I* ;I* 

represente en valeur relative I’ecart entre la 
solution exacte et la solution approchee don&e 
par l’equation (27). Dans les Tableaux 2-4 sont 
rassemblees les valeurs de 1 et AA/I* pour des 
solutions dont Ies temperatures de cristalhsation 
sont respectivement : 13°C (solution riche), 
- 10°C et - 70°C. 

On remarque que l’on peut avoir fusion du 
solide dans une solution sursaturee si la tem- 
perature du solide est su~~isamment basse ou 
cristallisation dans une solution sous-saturee, 
si la temperature du solide est sutbsamment 
Clevee. Dans le cas d’une particule de paraxylbne, 
une fusion dans une solution sous-saturee 
pourra done commencer par une cristallisation. 

La Fig. 2 montre 1’~volution de l’tcart 
relatif A&/J.* en fonction de AT, pour ditferentes 
valeurs de AT,. Dans I’intervalle de sursatura- 
tions effectivement utilides, la variation de cet 

Tableau 2. Cristalljsot~on du paraxykhe duns une solution de point de crista~lisation i- t3”C 

AT&T) - 7.0 90 7>0 
-~ 

A T#C) -2.10 0.50 1.10 -2.10 0.50 1.10 -2.10 0.50 1.10 

L 

JD 
0.3385 0.5018 0.5287 - 0.0849 - 0.0206 0,0457 - 0.5985 - 0.4942 - 0,4698 

Ai 
--x 100 
1* 

3.23 2.37 2.16 0,43 -0.12 - 0,26 -4.51 - 4.42 - 441 

Tableau 3. &r~stall~sat~o~ du paraxy~~ne dans me salut~on de point de cr~~ta~~isatio~ - 10°C 

AT,(“C) -7.0 0,O 7,O 
__ - - 

AT,j”C) -2.10 0.50 1.10 -2,lO 0.50 1,lO -2,lO 0.50 1,lO 

$ 0.0595 0,0762 0.0802 -0.0128 0.003 1 0.0068 - 0,083O - 0.0676 -0,064l 

Al T x 100 - 1,48 - 2.20 - 2.37 0,41 -0.10 - 423 1,48 I.18 IS 1 
- 

Tablenu 4. Cristal~isation du paraxylP.ne dam me so~~rio~ de point de cristal~jsa~io~ - 70°C 
-- 

AT,(“C) - 7,0 0,O 7.0 

AT,(“C) -2,lO 0,50 1.10 -2.10 0,50 1.10 -2.10 0,50 1,lO 

jk 40059 0.0076 0.0084 - om14 0,0003 o,OOO7 - o,w% - 0,0069 - a,0065 

Al 
T x 100 -0.19 - 0,26 -0.29 405 - 401 - 0,03 428 422 0.2 1 

-- 



LA DIFFUSION ET LE ~OUVE~ENT DE L’INTERFACE 2397 

ALT 
I-,‘=ljPT 
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21.0 I 
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Ffcs. 2. Variations de Wart relatif An/k* en fonction de la sursaturation AT, pour 
une solution cristallisant 8 + 13°C. 

RG. 3. Variations de- I’hcart relatif A&P en fonction de AT, pour des temp6ratures de 
cristallisation de + 13°C. + 12”C, + 11°C. 
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Fit. 4. Variations de 1Vcart relatif AA/I* en fonction de AT, pour des temptratures de 
cristallisation de + 6°C. - l”C, - 8°C. 

f 

& . 
A* To ---_-WC 

-.--_-4m 

t 

--70 “C 

0.1 

c=_--z=K 
__ _._. -.- 

I I w- I 

7.0 14.0 21.0 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ - 0.1 

/’ 
/ 

/’ 

FOG. 5. Variations de I’tcart relatif AA/I* en fonction de ATs pour des temperatures de 
cristallisation de - 10% - WC, - 70°C. 
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&cart est faible. L’intluence de AT, est beaucoup 
plus importante : les Figs. 3-5 montrent .les 
variations de An/n* en fonction de AT, pour une 
valeur de ATL Cgale a -2,lO”C et des solutions 
de concentrations differentes. On voit que 
I’ecart peut atteindre 20 pour cent et changer 
de signe suivant la valeur de T,*: par exemple, 
une particule de paraxylene refroidie a -20°C 
et plongee dans une solution riche de point de 
cristallisation + 13°C croit moins vite (AA > 0) 
que ne l’indique I’equation (26), mais croit au 
contraire plus vite que ne l’indique cette tqua- 
tion si le point de cristallisation de la solution 
n’est plus que de 11 “C. 

CONCLUSION 

Le problbme de la dissolution ou de la 
cristallisation d’un solide &pare d’une solution 
par un interface plan a CtC resolu de manihe 
exacte pour des sursaturations et des concentra- 
tions quelconques. L’tquation (26) permet de 
trouver le coefficient 1 de la vitesse d’avancement 
de l’interface (V = n/Jt), tandis que la con- 

centration interfaciale est don& par (23). Dans 
le cas d’un interface quelconque, les expressions 
trouvfks sont encore exactes a l’instant initial 
et peuvent &tre utilisees comme point de depart 
dans une methode de resolution numerique du 
systeme d’equations aux derivees partielles 
representant l’evolution des concentrations et 
des temperatures. 
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EFFECT OF CONVECTION INDUCED BY THE DIFFUSION AND MOVEMENT OF THE 
INTERFACE ON THE HEAT AND MASS TRANSFER BETWEEN TWO PHASES 

Abstract-In this paper are given results of a theoretical study of crystallization or dissolution kinetics 
for a solid separated from a solution by a plane interface. By taking account of heat and mass transfer in 
the liquid and heat transfer in the solid, the effect of the interface motion and convection upon the process 
kinetics has been shown. The results are represented by curves giving the ratio of the interface velocity to 

the quasi steady-state velocity versus supersaturation and temperature difference between phases. 

DER EINFLUSS DER DURCH DIFFUSION UND BEWEGUNG DER 
PHASENGRENZFL.&HE HERVORGERUFENEN KONVEKTION AUF DEN 

WARME- UND STOFFUBERGANG ZWISCHEN ZWEI PHASEN 

Zusammenfassung- In dieser Arbeit werden die Ergebnisse einer theoretischen Untersuchung angegeben. 
die sich mit der Kinetik der Kristallisation bzw. Entmischung einer festen Phase befassf die von einer 
Losung durch eine ebene Phasengrenzfllche getrennt ist. Durch eine Warme- und Stotfbilanz ftir die 
fltissige und eine Warmebilanz fiir die feste Phase wird der Einfluss der GrenzflLchenbewegung und der 
Konvektion auf die Prozesskinetik gezeigt. Die Ergebnisse werden als Kurven gegeben, wobei das 
VerhPltnis Grenzfllchengeschwindigkeit zu quasistationlrer Geschwindigkeit tiber der Obersattigung 

und dem Temperaturunterschied zwischen den Phasen aufgetragen wird. 

AmoTam-B CTaTbe TeopeTnsecKH paccMoTpena KnneTnKa KpmTannaaunn nna 

pacTnopeHnfi Tsepgoro Tena, oTaeJrenHor0 OT pacTBopa lUlOCKOi IlOBepXliOCTbKl paanena. 

YwlTblBaFl TenJlo- EI nfacco-nepeHoc B ?KnHKOCTEI, a TaKme Tenno-nepenoc n’ TsepaoM Tene, 
yCTaHOBlIeH0 BlInJlIiSie ~BnHieHnR IlOBepXHOCTYr paBz[ena n WleHOB YpaBHeHElH KOHBeKUnn 
ria KnHeTaKy npouecca. PeaynbTaTbI npenwasnew B Bsnne KPHB~IX aaBncnMocTn 0THomemu 
ct-topocrn ~snmexinr3 nosepxHocTn paaRena K pacsewoti cKopocTn 0~ nepeHacHIqewiocTn 

pacwopa H paaHnun TeMnepaTyp @aa B ycnosnrrx KnaaucTauHoHapHoro pemHMa. 


